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SUR LES APPLICATIONS HARMONIQUES

JEAN-CLAUDE MITTEAU

1. Principaux résultats

Nous considérons deux variétés riemanniennes (M, g) et (M’, g"); nous sup-
posons M compacte et (M’, &) compléte. On pose n = dim M. Variétés, métri-
ques et connexions sont toujours supposées C*.

Soit f € CY(M, M’). On associe a f sa densité d’énergie e(f) e C°(M)

e()p) = |TIPIF ,

en coordonnées locales e(f) = (g’ o f),,0:f0;f°¢*/. L’énergie E(f) est I'intégrale
(1.1) E) = | e)pav ,

v étant la mesure canonique de volume de la variété (M,g). Un ensemble
K C'(M, M) est dit C*-borné si Im (K) dans (M’, g) et {e()(p)|f € K, p e M}
sont des ensembles bornés.

Considérons une classe d’homotopie ¥ d’applications de M dans M’.

(1.2) Théoréme. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe un
minimum absolu de I’énergie (1.1) dans € est: on peui trouver K C C'(M, M"),
K C*-borné, tel que

Inf E(H) = Inf E() .
fek JeencCy M, M%)

On dit qu’une application f € C'(M, M’) est harmonique si f est un extremum
de Iépergie (1.1). Sif e C¥(M, M), il est équivalent de dire que z(f) = 0, ol
= est le champ de tensions de 1’application f [1, chapitre 1, paragraphe 2A].

(1.3) Théoréme. Supposons (M’,g") compacte. Il existe un réel ¢, > 0 tel
que si on peut trouver f ¢ € [N C'(M, M) vérifiant e(f) < e, alors € contient
au moins une application harmonique.

Dans le cas ol (M’, g’) est une variété a courbure sectionnelle non positive,
on peut prendre ¢, = co. Ce théoréme est donc une généralisation du deuxiéme
corollaire du théoréme 11. A de [1].

(1.4) Théoréme. Supposons que (M,g) vérifie la propriéié (5.11). Sup-
posons que (M’, g') ait une courbure sectionnelle majorée par R > 0. 1l existe
un réel ¢, > 0 tel que si f ¢ C(M, M) vérifie
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1) f est harmonique,

i) ef) <ep
alors f est une application constante.

Enfin, les théorémes 4.9 et 5.10 donnent cetains résultats sur les solutions
de I’équation d’évolution naturellement associée au probléme.

2. Meéthodes

A. L’opérateur r n’est pas linéaire mais polynémial, au sens de [8,
chapitre 16].

Nous remplacons la recherche des solutions de 1’équation z(x) = O par la
recherche des limites, pour ¢ — oo, des solutions du probléme de Cauchy

O p ) — )@ =0, ¥, DeMx10,TI,
2.1 at
te = f € C°(M, M’) donné .

Les solutions x de ce probiéme sont cherchées dans C'(M X [0, a), M) N
C=(M x 10,a), M’). p, est ’application partielle u(-,7). On sait qu’il y a
unicité des solutions [6].

Le théoréme (3.1) est un résultat d’existence uniforme des solutions de (2.1),
lorsqu’on prend la condition de Cauchy f dans un ensemble K C'-borné. 1l joue
un rdle central dans les démonstrations.

Nous utilisons dans la suite le fait que E(g,) est une fonction décroissante
du parametre, lorsque p est solution de (2.1).

B. Notons p la distance riemannienne et § la distance dans C%(M, M’):

of,8) = fgg o(f(x), g(x)) .

La suite de ce paragraphe utilise largement les notations et résultats de [6].
SifeC'(M,M’) (resp. pe C¥(M x [0, T],M’)), on désigne par V', (resp. V,)
le fibré image réciproque f*TM’ (resp. p*TM’). Ces fibrés sont munis cano-
niquement de produits scalaires et de connexions linéaires. 1l en est de méme
des fibrés L**(TM, V) (resp. L'*(TM X T[0,T1, V). Sif e C*(M, M’) (resp.
pe C¥M x [0, T], M), la dérivée d’ordre k, f*® e L'**)(TM, V) (resp. p'* ¢
L®(rM x 110, T), V., ).

(2.2) Définition. Un ensemble K C C*(M, M’) est dit C*-borné si

i) Im(K) est borné dans (M’, g");
ii) il existe une constante C telle que’

[/l(j)(P)fSCa j=19"'ak7 PGM-

! nous donnerons éventuellement le méme nom, dans la suite, 2 des constantes de
valeurs différentes.
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On définit, sur les section CH(L*(TM x T[0,T1,V,)), 'opérateur
_/.l == Vﬂ - ViVi s

les indices i =1, - - -, n désignant les coordonnées dans M, dites aussi spatiales,
et ¢ la coordonnées dans [0, T, dite aussi temporelle. Si g est solution de (2.1),
£ vérifie une équation

(2.3) Ay =

r; étant borné si d’une part les tenseurs de courbure de (M, g) et (M, g") et
leurs dérivées sont bornés et si d’autre part, g est C*-borné et du /ot est C*%-
borné [6].

C. Pour inverser 4, on utilisera les opérateurs pseudo-différentiels définis
par le noyau de Green H associé & A. H est un bitenseur, dans le sens de [4],
paragraphe 3. Nous noterons = et-les convolutions suivantes

(H,+ X)(p, 1) = j j Hp, 1; g, 9X(q, Dldv()dz ,
(H:, - X)(p, 1) = jM Hp, 1; g, 1)[X(q, 191dv() .

Le noyau H vérifie les propriétés usuelles de majoration. On notera H*“ les
itérées de H:

131
H(p, 1,3 g, 1) =j j H(p, 1,; m,) s H*(m, ¢ ; q, t)dv(m)dz ,
toJ XA
H® = H .

Pour I’étude et les propriétés de H, nous renvoyons a [9] et [6], chapitre 3 et
annexes 1 et 2.

D. Pour pouvoir appliquer dans la résolution de (2.1) le noyau H du
paragraphe précédent, nous représentons localement au moyen de ’application
exponentielle la variété C*(M,M’) par les sections C* d’une fibré V,,
ge C>(M, M), [2]. Notons ¥~ 20 C C°(V,) 12 boule de rayon p. Pour p assez
petit, Exp,: ¥, , — C(M,M’) est un homéomorphisme sur un ouvert de
C'(M, M), [2].

Nous avons obtenu dans [6] le résultat suivant: i existe un réel p, > 0, ne
dépendant que de I'ensemble Im(g) C M’, tel que Iapplication Exp,: 7", ,,
NC(V,) — CH(M,M’) se prolonge en un isomorphisme des opérateurs dif-
férentiels (non-linéaires) d’ordre 2.

Ainsi, pour #(g, &) < p,, le probléeme (2.1) est équivalent par p = Exp, X a

AX = 0X,.TX), Xe(C )WV xX[0,TD, X< pns

2.4) ,
X,=Fe?,, domné,



44 JEAN-CLAUDE MITTEAU

(6, paragraphe (2.8)]. FX est la dérivée covariante spatiale de X dans la con-
nexion naturelle sur V.

La méthode permet d’obtenir en outre des majorations. Celles dont nous
nous servirons sont
2.5) 19X, FX) + t@lleery < ClX o pll + IV X wau,v o] »

“VXHE“’(L(TM,Vg)) < CI1 + [[e(Expe XDl zean] »

(2.6)
He(EngX) “LW(IPI) S (:[1 + “VXHi“'(L(TM,Vg))] ’

a condition que Exp, X soit dans 77, ,,.

3. Existence uniforme des solutions de I’équation d’évolution

Soient K < C*(M, M’) et « > 0. Définissons

LK) = {pe C°WM X [0,a], M) N C*(M x 10,al, M) | g
est solution de (2.1), g, € K} .

Cet ensemble est éventuellement vide. On note w, : & (K) — C*(M, M’) I’appli-
cation définie par w, (1) = g,

(3.1) Théoréme. Supposons K < C'(M,M’) et C'-borné. On peut trouver
a > 0 tel que w, soit surjective. On a, en outre, les propriétés suivantes

a) {ulpe LK), tel0,al} est C-borné

b) pour tout e > 0, on peut trouver 5, 0 < 5 < «, tel que

O, 1) < e, VeepK), vtel0,y] ;

c) fixons un entier k>1 et un réel o, 0 < o < a; Uensemble
{tlpe LK), o <t < a) est CE-borné.

(3.2) Remarque. - Ce théoréme est encore vérifié si on remplace la condi-
tion “(M’, g’) est compléte” par la condition plus faible “K étant fixé, il existe
un réel § > O, tel que ’ensemble

(3.3) K; = {x e M’ |3y ¢ Im(K), o(x,y) < &}

soit relativement compact”.

(3.4) Remarque. Une conséquence du théoréme (3.1) et de la formule
(3.6) est que tout ensemble C'-borné d’applications de M dans M’ peut étre
uniformément C'-approché par un ensemble C*-borné [7].

Démonsiration du théoréme (en quatre étapes). 1. K C C'(M, M’) est
relativement compact. Premiére conséquence, l’ensemble K;, défini en (3.3),
est relativement compact dans (M’, g’); le tenseur de courbure de cette variété
et toutes ses dérivées seront donc bornés. Deuxiéme conséquence, il existe un
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réel p, > 0 fixe tel que pour toute application g € C*(M, M’) telle que Im (g)
C K, on puisse appliquer les résultats de paragraphe 2,D. Prenons p, =
30,/ C,, C, étant un majorant sur [0, 7] de la norme de 1’opérateur

X—H.X, XeC(V,).

On sait que ce majorant existe et ne dépend pas de g. Il existe un nombre fini
de boules ¥7, , telles que K C (J;77,,. On peut donc supposer pour
simplifier que X est inclus dans un seul voisinage tubulaire. De (2.6) on déduit
que si Exp, F ¢ K, alors on peut trouver un 1éel &, tel que || VE| oy < &o
2. Substituons au probléme (2.1) le probléeme (2.4). Soit @, 0 < & < T.

On considere le convexe fermé borné 7, , de C'(V,) défini par
“X: “L“"(Vg) < P> ”VXt“LW(L(TM,Vg)) <&, viel0,a].

Appliquons dans V, la formule de Green associée a 1’opérateur /; on définit
une application ¥': &/, , — C'(V, X [0, «]) par ¥(X) = Y avec

(3.5 Y, = Hix0(X,VX) + Hi- X, .

Si X est point fixe de ', et si X est, pour ¢ > 0, (C*, C"), alors X est solution
de (2.4) [9].

Y, est de classe C* (spatiale). En effet on peut dériver les convolutions. On
obtient

ry,=VH;x@X,rX) + FH;-X, .

Le bitenseur H est dérivé par rapport a sa premiére variable. D’aprés le
lemme (3.9), % étant un bitenseur C= quelconque, ceci se met sous la forme

(3.6) V.Y, =V Hx®X,VX) + L,V X, + Li-X,, ZeT,M.

Pour tout ¢/ > 0, on peut trouver une valeur de « telle que (2.5), (3.5) et (3.6)
fournissent, pour ¢ ¢ [0, «], les majorations

[ Yo <1 + &) + Cipy

7Yl < (1 + &) + G, + ) -

o1 et & sont donnés. Prenons & = 2C,(§, + p,). Si ¢ est choisi assez petit, on
aura certainement

f1+8)+ Co<pys 1+ +Cl5 +p) <€

11 existe donc des valeurs de & et « telles que & soit une application de </,
dans lui-mé&me. Remarquons méme que ’on peut déduire des formules (50) et
(52) de [6] que @ est lipschitzien ; par conséquent, on peut trouver une valeur
de « telle que ¥ soit une contraction, ce qui redémontre 1’unicité.
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3. Soit X le point fixe de ¥. La dérivée spatiale P X est bornée. Si X vérifie
une condition de Holder, il en est de méme de &(X, FX). Par le raisonnement
habituel, on en déduit que

a) X vérifie une condition de Holder. Ceci donne la propriété b) du
théoréme et

B X est de classe (C?, CY) et donc solution de (2.4).

Par construction du convexe &7 ,, on voit que x = Exp, X est défini; c’est
donc une solution de (2.1). De la formule (2.6), on déduit le a) du théoréme.

4.  On démontre par la méme méthode, appliquée aux prolongements de
I’équation de (2.1) que, pour 7> 0, g est C~. Fixons un entier £ > 1.
L’ensemble {¢ | ¢ € & (K),0 < t < &} est C'-borné. Raisonnons par récurrence.
Posons a, = pa’/k. Supposons I’ensemble {y, | # ¢ & (K),a,_, < 1 < a} CP~-
born€ et vérifiant une condition de Holder uniforme. On a, pour 7 > a,_,

= TP = PHY sty + PHE 27

ap—1

On en déduit que x*’ est borné et vérifie une condition de Hdlder uniforme,
pour 7 ¢ [«,, ] et tout x dans & ,(K), [10].

(3.7) Remarque. Si on a K C C*(M, M’), Ck-borné. les conclusions a),
pour #?, 1 < i< k, etb), pour ¥, i > k restent vérifiées.

Soit {f;|i € N} une suite C'-bornée. Par le théoréme (3.1), on sait que, pour
tout #, le probléme de Cauchy (2.1) admet une solution #° dans &, ({f;|7 € N}).
A chaque f; associons g; € C*(M, M’) par g; = (-, a).

Corollaire. Pour tout entier k > 1, il existe une sous-suite j: N — N telle
que la suite g;,, C*-converge, pour i — oo, vers une application g.,. En outre

E(g.) < lim inf E(f,) .

Démonstration. On extrait une premiere sous-suite j; telle'que lim,_., f;,¢
= liminf,__ E(f;). Cette sous-suite est encore C>-bornée. Appliquons le
théoréme (3.1), c). La suite g; , est C¥*-bornée. On prend une sous-suite
qui C*-converge. On sait d’autre part que E(g;) < E(f;). Quitte & prendre une
nouvelle sous-suite, 1’inégalité passe a la limite. q.e.d.

De ce corollaire, on déduit le théoréme (1.2). Notons E(¥) =
InffeanI(M,M')E(f)-

Démonstration de théoréme (1.2). pour tout i € N, on peut trouver f; tel que
E(®) < E(f)) < E(¥) + 1/i. Le résultat est une conséquence de la remarque
3.7). q.e.d.

La situation des exemples des paragraphes 4,E et 10,D de [1] est donc
générale [7].

Nous avons utilisé dans la démonstration du théoréme (3.1) un lemme auxi-
liaire dont nous donnons maintenant la démonstration. Celle~ci utilise la cons-
truction explicite du noyau H, faite dans [6]. Nous renvoyons donc le lecteur
a ce travail.
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Soit % e C~(L(V, X [0,a], V, X [0, a])), un bitenseur.

(3.9) Lemme. [l existe deux noyaux L, et L] tels que, pour tout X ¢ C\(V )
et 1€ 10, al, on ait

) P,HEX =L, V,,X+L-X, ZeT,M,

i) pour |Z| < 1, les opérateurs sur C"(V ) définis par

X—L,-X, X~L.X

sont bornés, uniformément en { ¢ 10, al.
Remarquons que la norme de ces opérateurs dépend de (M, g) et de la con-
nexion dans ¥, et qu'évidemment, il n’y a pas unicité de cette décomposition.
Démonstration. Une fagon de construire H est de considérer le noyau
K = EJ ou E est le noyau de Gauss et 7 un bitenseur de transport C*.
H s’écrit H = K + K=Q, Q étant majoré par

Q.15 ¢, )| < C.(t — W lplp-PF",  «el0,1]
quelconque. On a
FoH=V,K+V,KxQ.
Des majorations usuelles sur E [9], on déduit que I'opérateur défini par
(3.10) X FKxQ)-X

est uniformément borné.
Introduisons la dérivée d’un bitenseur par rapport i la deuxiéme variable;
notons F’ cette dérivation. Il vient

V,K-X=U,K—-V,,K)X +V,,K-X.

Or VK —V,,K=F,E—-V,,E)NT + EV,T —V,,7). T étant de classe
C~=, ainsi que %, la courbure de V', étant bornée, ’opérateur

(3.1D X = [EW,T — Vo)X
est borné uniformément en ¢, car il en est ainsi de 'opérateur
(3.12) o—Et-o, peC'(M) .
Il résulte des calculs explicites effectués dans [6], chapitre 2, que
V2:E —VerE)p, 15 9,1 — 1) < Cu~'[p(p, QLFE(p, 15 9,1 — u) .
L’opérateur
(3.13) X—[FE -V E)T - X

est donc lui aussi uniformément borné.
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Enfin, on peut écrire

KX = [ PR, 15 0, 00X(@, 00)de(@) + K-TosX .

~

On pose L, = K}. 11 est borné pour la méme raison que (3.11). II reste &
évaluer 'intégrale. Introduisons le pseudo-groupe a4 un paramétre u engendré
par %Z, et noté D. Posons Y : M — T,M défini par

Y(q) = K(p, t; 9, )X (g, 0)] .
On a F,;Y = (3/0w)Y o D(1)],_,. Effectuons le changement de variables
g — D(u)(q) = ¢'. Tl vient
[ 7y =2 [ ¥@) 1D w|@)dv(@) ,
o du Jwm
et donc

IM VazY = L{ Y(q) [—a%— | TD~*(w) J](q’)d'v(q') _

La fonction (3/8w)|TD~*(x)| est majorée, si |[Z] < 1. On en déduit que
I’opérateur

(3.14) X j 7K (p, 15 4, 0)[X (g, O)ldv(@)

est majoré uniformément.
L’opérateur L] est la somme des opérateurs définis par les formules (3.10),
(3.11),(3.13) et (3.14).

4. Convergence 2 ’infini des solutions de ’équation parabolique

A. Généralisons tout d’abord une remarque de [1, paragraphe 9, B].
Considérons I’opérateur différentiel 4 = 4 + /8¢ sur C~(M X [0, T).

(4.1) Lemme. Soit ¢ ¢ C*(M X [0, T]). On suppose ¢ > 0 et I'existence
d’une constante C telle que

4.2) Ap(p, 1) < Co(p, 1), vip,DeM x [0,T[ .

Soit 8,0 < § L T. Soit v un entier, v > ¥n.
Il existe alors une constante K et un polynéme P, de degré v — 1 tels que,
pour tout t > B, on ait

o <KC [ | plp.wdv)u + PO [ o (p)dv) .

K et P ne dépendent que de (M, g).
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Démonstration.t i Supposons g < T, sinon il n’y a rien a démontrer. Utili-
sons la formule de Green associée a 4. On a

@uZH?_,s*A(P'i"H?—,B'@t—ﬂ’ Vue]l—"ﬂ,T[-
De (4.2) et de la positivité du noyau H, on déduit
0, < CHY ;¢ + H?—-ﬁ'@i—ﬁ > Vué]t—ﬁ;T[ .

et, par récurrence,
4.3) o, < CHPbx@ + 21 CHP -,y .

Dans cette expression, H® est I'itérée du noyau H (paragraphe 2, C). Des
majorations sur H* [9], on déduit que, pour i > tn, H™ est borné sur [0, 7.
Posons

K = Sup H¥(p, t; q,0) , p,geM, tel0,p]
et, pour i, 0 < i<y — 1,
Ki == SUPH(i)(Pa,B; Q7O) ’ paqu .

¢ étant supposé positif, on déduit de (4.3)

¢ v i
0 < Kcvj j o+ ZKZ-CHJ ey -
-8dm i1 an

(4.4) Remarque. 1l est possible de comparer les constantes K et K; a la
premiere valeur propre du laplacien de (M, g).

(4.5) Corollaire. Dans les mémes conditions que le lemme (4.1), il existe
un polynbéme P, tel que

¢, < P,(C) Sup e (p)dv(p) .
t=fSustJ M

B. Dans tout ce paragraphe, on considére une solution g e C*(M x [0, ),
M’) du probléme (2.1).

(4.6) Lemme. Supposons qu’il existe un réel 5, > 0 et un suite {1;}i e N}
non-bornée de réels positifs pour lesquels p vérifie

D {m e\, 1 + B} est C-borné;

i) .., C'~converge vers une application p.,.
Alors = (p.,) = 0.

Démonstration. Sur 'ensemble |_J; [#;, ¢, + §] 12 courbure et la densité
d’énergie sont bornés. Dans ce cas (voir la formule (5.4)), la fonction |9y/dt?
vérifie une inéquation parabolique.
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On a d’autre part
. R — d
L{ [ f = i E(u) >0

en notant g = Ju/dt. Par conséquent

et = BB — B+ 28)] < e -

i=1

On a donc

. to+381
@.7) lim f af =

{=00 t: M
et on peut par conséquent trouver §, € [0, 34,1 et une sous-suite j: N — N tels
que

(4'8) hm I/'ztj(i)—:—ﬂzF =0.
M

F——

Appliquons maintenant le lemme (4.1). On a

] . ]2 < C[Jw(iwﬁxj‘ | - +J‘ | . F]
Fowral = tiy B2 J M A ¥4 Fraospal |1

Ceci implique C™-}im 4, .., = O et donc la conclusion par suite de 1’équation
de p.

(4.9) Théoréme. Supposons qu’il existe une suite {t;i ¢ N} non-bornée de
réels positifs telle que {y,|i € N} soit C'-borné. Alors il existe § et une sous-
suite j: N— N telle que {2,045} CE-converge vers une application p... p.. vérifie
en outre les propriétés

a) p.eC°(M,M),

b ) =0,

©)  E(p.) = lim E(z,).

Démonstration. Prenons K = {y,,|i € N}. Du théoréme (3.1) on déduit

i) Texistence de § > 0,

i) {u.lte\UJ; [t t; + BI} est C'-borné,

i) {g,45] € N} est C¥*-borné. 1l existe donc une sous-suite convergente.

Du point iii) on déduit a); au vu de ii) et iii) on peut on peut appliquer
le lemme (4.6). Ce qui donne b). Enfin ¢) est une conséquence immédiate de
la C*-convergence.

(4.10) Corollaire. Soit € une classe d’ homotopie d’ applications de M dans
M’. Supposons qu’il existe f €« € telle que
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i) le probléeme (2.1) admette une solution ye &.(f),

ii) il existe une suite {t;|i e N} non-bornée de réels positifs telle que
{e:,]i € N} soit C'-bornée.

Alors € contient une application harmonique.,

5. Les théorémes d’existence et de trivialité des
applications harmoniques

Nous supposerons dans tout ce paragraphe que la courbure sectionnelle de
(M’, &) est majorée par un nombre R > 0. M étant compacte, il existe tou-
jours un réel r tel que "opérateur de Ricci S de (M, g) vérifie

5.1 g(SX,X) > re(X, X) .

Notre définition de ces courbures est telle que pour la sphére (5%, g,) de rayon
1, 1a courbure sectionnelle est 1 et I'opérateur de Ricci (n — 1)Id. on a dans
ce cas particulier r = n — 1.

De Yéquation (2.3) pour k = 1, on déduit [5] une inéquation vérifiée par
I’énergie d’une solution de (2.1):

(5.2) Ae(y) < 20R((w) — re(w)] .

(5.3) Remarque. Supposons 1’opérateur de Ricci de type positif et méme
coercif : on peut choisir » > 0. Soit f e CY(M, M’) vérifiant e(f) < r/R. Soit ¢
tel que e(f) <r/R —e. Notons [0, 7] I'intervalle maximal tel que e(y,) < r/R
— . Sur cet intervalle, on a l'inéquation

Ae(p) < —ee(y)

et e(y,) est donc majoré par [r/R — e]lexp (—eT). Onadonc 7T = o. On a
par conséquent dans ce cas

a) la solution y de (2.1) est dans & .(f);

b) siIm () est bornée dans (M’, g'), toute suite {u;,|i € N} converge vers
une application constante.

Nous utiliserons dans la suite 'inéquation suivante: soit 7 un majorant de
e(y). De la démonstration du lemme fondamental de [3], on déduit

(5.4) Alpf < 2Ry [gF -

Cette équation a déja été utilisée au paragraphe 4.

Nous allons donner une généralisation de la remarque (5.3) dans le cas ol
I'opérateur de Ricci est quelconque. Nous supposerons dans la suite le réel
r < Q. Considérons une solution p e ¥-(f) de (2.1).

(5.5) Lemme. Soit 7, un majorant de e{y,),t e [0, 8]. On peut toujours
trouver un réel &(8) > 0 tel que si la condition
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RE(yy) < &(p)
est vérifiée, alors il existe une constante y ne dépendant pas de T telle que
e(p) <7, vte[0,T] .

Soit un réel E, > 0. On suppose R # 0.

(5.6) Sous-lemme. va, 0 < « < 1, ¥y, > 0, on peut trouver un réel ¢ tel
que si E\R < &, il existe un réel y vérifiant les deux conditions

D 7r=re

i) EP,QRy — 1) < ay.

Démonstration. posons u = Ry — r et A = a/(RE,). Les conditions ii) et
r > 0 sont équivalentes a

(5.7) P,2u) < A(u + ), u> —r.

De méme i) est équivalent a
u>Ry,—r.

P, est un polyndme 2 coefficients positifs, donc convexe. Il posséde donc les
propriétés suivantes:

i) (5.7) est vérifié pour u pris dans un certain intervalle [i,(2), u,(D],
u,(2) < u,(1); pour 2 assez grand, cet intervalle n’est pas vide ;

) sid > 2 onal[u),w,()] D k@), u,];

i) si2— oo, [5,(D), u,(A)] — ]—r, ).
Pour 2, assez grand, il est donc clair que Ry, — r < u,(2,). On pose par con-
séquent e = A,/e et 7 € [Ry, — r, u,()].

Démonstration du lemme (5.5). Soit y comme dans le lemme (5.6). Notons
[0, T,] < [0, T] I’intervalle maximal tel que

(5.8) e(u) <7 .

On a évidemment T, > 5. Appliquons le corollaire (4.5). En posant C = Ry
— r, E(y,) étant décroissant, il vient

e(,’JT) < Eon[z(RT —nl.

D’aprés le sous-lemme (5.6), on a donc e(¢7) < oy et T, ne saurait étre maximal
relativement & la propriété (5.8), si T, % 7. On a donc T, = T. Le procédé
de calcul montre que 7 et &(8) ne dépendent que de (M, g) et pas de T. q.e.d.
Le théoréme (3.1) s’étend, dans le cas ou nous supposons la courbure sec-
tionnelle de (M’, g) majorée, 4 tout intervalle sur lequel la densité d’énergie est
majorée a priori:
(5.9) Lemme. Supposons qu’il existe une constante C telle que si la solu-
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tion y de (2.1) existe sur [0, T[, T < oo, on ait e(y,) < C, vt [0, T[. Alors
la solution de (2.1) existe sur [0, T].

Démonstration. Du théoréme (3.1) et de I'unicité des solutions de (2.1),
on déduit de I’existence d’un intervalle maximal [0, T,[ C [0, T d’existence
de la solution.

L’ensemble {e(y,)}?e [0, T [} est borné. Par application du principe du
maximum 2a ’équation (5.4) [5], on déduit que |z| est borné et donc que
I’ensemble Im (z) est borné dans (M, g'). L’ensemble {y, | e [0, T,[} est donc
C'-borné. Soit « le réel associé & cet ensemble par le théoréme (3.1) (on peut
toujours supposer a < T).

On considére une suite {t;|ie N}, 1, € [0, T, — «f, 11_13 t; =Ty — «. Une
sous-suite C*-converge et définit une application p,,. Mais |g| étant borné et
T,< o, 0napy,= }ij% ¢+ [0, T,[ ne pouvait étre maximal, & moins que
T,=T.

(5.10) Théoreme. Orn peut trouver umn réel e, > 0 tel que pour tout
fe C{(M, M) vérifiant

Re(f) S el ?

on ait:

a) le probléeme (2.1) admet une solution y dans & (f) ;

b) si Im (p) est bornée dans (M’,g’), pour tout k > 1 il existe une suite
{1,}i e N} nonbornée de réels positifs telle que {g, i e N} C*-converge vers
une application harmonique.

Démonstration. Notons V le volume de (M, g). On peut trouver £ > 0 tel
que si Re (f) < &, alors la solution de (2.1) existe sur I'intervalle [0, 1] ([5] et
le lemme (5.9)). D’ou une borne supérieure y, pour e(y,), t ¢ [0, 1]. Prenons
e; = Inf {e, e(1) /V)}, e(1) déterminé par le lemme (5.5). e(y,) est donc majoré
a priori par y et du lemme (5.9), on déduit I'existence de la solution sur tout
intervalle [0, T[. Le point b) est une conséquence immédiate du théoréme
“4.9). qg.e.d.

Supposons pour terminer que la variété (M, g) posséde la propriété suivante

(5.11) VP(—n) < 1.

P, étant le polyndme du lemme (4.5).
(5.12) Théoréme. Si (M, g) vérifie la condition (5.11), on peut trouver un
réel e, > 0 tel que si la condition

Re(f) < e

est vérifiée, alors les conclusions du théoréme (5.10) sont vraies et p., est une
application constanie.
Démonstration. on a E(y,) < V ||e(g,)|=u,- Du lemme (4.5) on déduit
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e(u,,y) < Ve(u)P,[2(Ry — r)]. Considérons un réel ¢ > 0 tel que VP, (—r) <
1 — . Appliquons le principe du maximum a 1’équation (5.2) [5]. On peut
trouver ¢ tel que si Re (f) < &, alors e(y,,,) < (1 + e)e(w,), vuelt, t + 1].

Pour tout 7 < 7y, 7, assez petit: Ry, < ¢/, ona VP2(Ry — N1 <1 —e.
On en déduit

(5.13) e ) < (1 — ee(wy) ,

pourvu que R(1 + ee(y;) < &”. Posons e, = Inf {¢', ¢’ /(1 + ¢)}. On déduit de
(5.13) que e(y,) est majorée par une fonction décroissante ¢ du parametre,
%i_rg ¢(9) = 0. On a donc C°-%i__rg e(u;) = 0. q.ed.

Les théorémes (1.3) et (1.4) sont des corollaires immédiats des théorémes
(5.10) et (5.12)
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